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Vorwort. 



Vorliegende Programmarbeit enthält drei kleinere Abhandlungen : ,,Zur Definition 
der Konvergenz der unendlichen Reihen und der unendlichen Produkte^S ^^Mehrfache 
Qrenzgleichungen^^ und „Grenzgleichungen periodischer Reihen^^ Diese Abhandlungen 
stehen sämtlich in engem Zusammenhang mit der Programmarbeit: „Eine Theorie der 
Konvergenz unendlicher Reihen^^ ^) : die erste nimmt Stellung zur Frage der Konvergenz- 
definition auf Grund der in § 18 der genannten Abhandlung gegebenen Form der Grenz- 
gleichungen der unendlichen Produkte; die zweite knfipft an die Darlegungen des § 16 
derselben Abhandlung an und giebt unter Zugrundelegung einer wichtigen Reihengruppe 
bestimmte, greifbare Resultate, die in späteren Arbeiten Verwendung finden werden; die 
dritte unterzieht sich der Aufgabe, zu zeigen, dafs auch für periodische Reihen, Mrie bereits 
in der Einleitung der Konvergenztheorie hervorgehoben worden ist, Grenzgleichungen 
aufgestellt werden können. 

Die Einfahrung eines Mafses der Konvergenz (K., Einleitung, pag. 4 und 
pag. 46, Note), die der Verfasser besonders in der bereits namhaft gemachten Programm- 
arbeit befürwortet und in die Wege geleitet hat, soll, wie er ho£Ft, auch durch vorliegende 
Arbeit gefördert werden. Wenngleich diese Einführung an und fiir sich einer Motivierung 
nicht bedarf, da ja die Mathematik, als Wissenschaft des Mafses, nicht nur berechtigt, 
sondern auch verpflichtet ist, bei Konvergenzuntersuchungen die messende Hand anzu- 
legen, mögen doch einige bestimmte Erscheinungen aus der Praxis der Forschung 
Erwähnung finden, welche besonders eindringlich far dieselbe sprechen. Den Konvergenz- 
fall betreffend sei nur darauf hingewiesen, dafs das Untersuchungsresultat, welches lediglich 
auf eine Bejahung der Konvergenz hinausläuft, durch gleichzeitige Angabe eines Mafses 



') Da häufig auf diese Programmarbeit vom Jahre 1895: ,,Eine Theorie der Konvergenz 
anendlicher Reihen^S Beilage zu dem Jahresbericht des städtischen Gymnasiums zu Bochum, Bezug 
genommen wird, soll der Kürze halber der Buchstabe „K/^ diese Verweisung übernehmen. 

1 
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der Konvergenz in höherem Qrade nutzbar gemacht wird: das Mafs läfst unmittelbar 
erkennen, welchen Einflufs auf die Stärke der Konvergenz Yariierungen der Veränder- 
lichen ausüben. Wichtiger ist der Fall der Divergenz. Wie bekannt, liefern auch 
divergente Gebilde der Analysis wichtige Hilfsmittel, sofern es gelingt, sie durch geeignete 
Verbindung mit gleich divergierenden Qröfsen zum Aufbau konvergenter Qebilde zu 
verwenden. Zu derartigen Kombinationen gehören beispielsweise die Q aufs 'sehen 
Pifunktionen (K., § 19), die n-fachen Integrale (n beliebig komplex)*), die bedingt 
konvergenten Reihen (K., § 17), weiter auch die Kettenbrüche '). Letztere sind in dieser 
Beziehung in besonderem Mafse instruktiv. Zähler und Nenner ihrer Näherungsbrüche 
erscheinen als aus viel^i Elementen zusammengesetzte Gebilde, die zumeist mit der Zahl 
der Elemente auch dem Werte nach ins Unendliche zunehmen: nur dann, wenn beide, 
Zähler und Nenner, in gleicher Weise und gleich stark divergieren, kann ihr Ver- 
hältnis endlich und fest werden, also der Kettenbruch konvergent sein. Ein Beweis, wie 
wichtig es ist, die Divergenz nicht nur zu konstatieren, sondern auch zu messen. Da 
gerade die Benutzung von Gebilden, deren Elementezahl ins Unendliche wächst, die 
Analysis ungeahnte Fortschritte hat machen lassen, erscheint es demnach geboten, die 
bisherigen Konvergenzuntersuchungen, soweit es angängig ist, durch Konvergenzmessungen 
zu ergänzen, umsomehr als bei komplizierteren Gebilden auf einander folgende, messende 
Konvergenzbestimmungen Schlüsse zulassen, welche die Konvergenzuntersuchungsresultate 
in ihrer bisherigen Fassung und in ihrer bisherigen Ausdehnung nicht erlauben. 



>) In den „Untersuchungen aus der Infioitesimalrechnung", Beilage zu dem Jahresbericht 
des städtischen Gymnasiums zu Bochum vom Jahre 1885, sind die n-fachen Integrale von (1 — z)"^ 
1? und (1 — z)" . z^ in den Grenzen und 1 eingehend untersucht worden. 

*) Zur Zeit arbeitet der Verfasser an einer Theorie der Konvergenz der unendlichen 
Ketten brüche. 
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I. 

Zur Definition der Konvergenz der unendlichen Reihen und 

der unendlichen Produkte. 

In betreff der Frage, ob die unendlichen Produkte, welche den Grenzwert Null 
besitzen, ohne dafs einer der Faktoren Null ist, als konvergent oder als divergent zu 
gelten haben, sind die Ansichten der Mathematiker geteilt ^). Während die unendlichen 
Reihen, sofern sie einen endlichen Ghrenzwert haben, durchweg zur Darstellung von 
Funktionen verwendbar sind, zeigen die unendlichen Produkte das merkwürdige Ver- 
halten, trotz endlichen Grenzwertes (Null) für gewisse Yariabelengebiete dieser Darstellungsr 
(ahigkeit verlustig zu gehen. Der zielbewufsten Forschung widerstrebt es, derartige Pro- 
dukte als konvergent zu bezeichnen, da die Konvergenz der unendlichen Gebilde in 
gewissem Grade als eine Bestätigung ihrer Brauchbarkeit aufgefaftt zu werden pflegt. 
Als Normalform der Grenzgleichungen gilt für die Reihen (E., § 1): 

n 

2ak-8 = (C)„.F(n) ») 



und, als direkte Folge dieseri für die Produkte (K., § 18): 

(C)n.F(n) 



n 



Uk = u 



*) Vergleiche Mathematische Annalen, Band B8: A. Frings heim, Über die Konvergenz 
unendlicher Produkte, pag. 125 die Note. 

*) unter (fj)n wollen wir eine von n abhängige Funktion verstehen, welche fttr n od a 
zum Grenzwert hat. Aus dieser Definition von {a)n folgt, dafs (c7)u unendlich vieldeutig ist. 
Sämtliche (a)n haben nur das eine gemeinsam, dads sie die Gleichung: „lim [{a)n] o^ erflQlen. 

(K., pag. 16, Note 2). 
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In beiden Grensgleiohungen sind a, u und C von n unabhängig und besitzt F (n) entweder 
den Grenzwert Null oder den Grenzwert Unendlich oder überhaupt keinen Grenzwert. 
Aus der zweiten Grenzgleichung ergiebt sich, dafs das Produkt iluk die Fähigkeit, die 
Funktion u darzustellen, nur dann besitzt, wenn lim F (n) = ist, d. h. der zweite Faktor 
rechterseits mit n = oc den Wert 1 annimmt; nur in diesem Falle kommt der erste 
Faktor u, d. b. die darzustellende Funktion, zur Geltung; in allen übrigen Fällen aber 
nicht. Insbesondere wird, wenn der Limes des reellen Teiles von F (n) gleich — ^ ist, 
der Faktor u durch das Verschwinden von 

e(C)n-F(n) 

gewissermafsen erdrückt und das Produkt in besagtem Sinne unbrauchbar. Die Funktion u 
selbst aber wird, wie aus der Ableitung der Grenzgleichung (K., § 18 Schluls) hervor- 
geht, nur dann gleich Null, wenn einer der Faktoren mit endlichem Index verschwindet. 
Diese Erwägungen fuhren in zwingendster Weise zu dem Resultat, dafs unendliche Pro- 
dukte, welche verschwinden, ohne dafs ein Faktor gleich Null ist, als konvergent nicht 
gelten können, dafs also auch die Bezeichnungen „konvergente^ und „im Besitz eines 
endlichen Grenzwertes^^ nicht als äquivalent aufgefafst werden dürfen. Dies zur Kenn- 
zeichnung des Standpunktes des Verfassers, der sich der Frings hei mischen Auffassung 
anschliefst. 

Nun zur Eonvergenzdefinition. 

Erklärt man einen aus n Elementen gebildeten Ausdruck tu für konvergent, wenn 
mit wachsendem n und beliebigem y die Differenz 

unter jeden Grad der Kleinheit herabsinkt, so hat man für die unendlichen Reihen und 
die unendlichen Produkte eine gemeinsame Konvergenzerklärung, mufs aber dann die 
Produkte mit dem Grenzwert Null sämtlich mit in Kauf nehmen. Läfst man vorstehende 
Konvergenzerklärung nur für die unendlichen Reihen gelten und bestimmt als Konvergenz- 
erklärung für die unendlichen Produkte die Gleichung: 

lim /'nf. 



n -00 



j^;--.).o, 



SO hat man wiederum zwei von einander abweichende Erklärungen. Die Betrachtungen, 
welche die folgenden Paragraphen enthalten, sollen nun zeigen, dafs diese beiden von 
einander abweichenden Konvergenzerklärungen innerlich zusammenhängen und aus ein 
und derselben Quelle fliefsen, d. h. beide einer allgemeineren Au£Fa8sung des Begriffes 
„Konvergenz" entspringen. Hierzu führt der Verfasser gewisse unendliche Gebilde ein, 
die als spezielle Fälle die unendlichen Reihen und die unendlichen Produkte umfassen, 
und giebt für dieselben eine Erklärung der Konvergenz, die für die unendlichen Reihen auf 



lim 

n=oo 



{f,+,- f„| = o 
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und für die unendlichen Produkte auf 

lim \fy^ - ll = 
führt. 

§ 1. Bildungsgesetz. 

Es sei eine unendliche Folge von Gröfsen gegeben, deren Stellung in der Folge 
durch ihre Zeiger, für welche die entsprechenden ganzen Zahlen gewählt sind, gekenn- 
zeichnet wird: 

Nach einer bestimmten, eindeutigen Regel finde eine Verknüpfung von a^ mit a, , des 
Resultates dieser Verknüpfung mit a, , dann des Resultates der zweiten Verknüpfung 
mit a, usf. statt. Als Symbol für die zu Grunde gelegte Art der Verknüpfung von 
c mit d diene c o d '). Die Verknüpfungsregel sei weiter derart, dafs die Qleichung 

c o d = e , 
wenn c und e als bekannt gelten, für d nur eine einzige Lösung zuläfst^). Das Resultat 
der bis zu ak einschliefslich geführten Verknüpfung bezeichnen wir mit f^, so dafs 

fk = a^j o aj o aj o • • • O ak 
ist, und das Resultat der bis ins Unendliche geführten Verknüpfung mit too- Die QrSIse 
fk ist ein „endliches Gebilde'' und die Qröfse foo ein „unendliches Gebilde''. Die-r 
jenige Zahl, mit welcher fk verknüpft werden mufs, um die Verknüpfung unmittelbar 

k-H 
bis ak+i. einschliefslich weiterzuführen, wollen wir mit r bezeichnen, so dafs 

k-f-»- 

f k O r = f k O aii^., o ^k-{-2 O . • • O ak-i-K = fk-fv » 

k+i 

OD 

folglich f k O r = f 00 ist; 

k+l 

00 

r nennen wir den „Rest des unendlichen Geblides". 

k+i 

Wir stellen jetzt unabhängig Ton der ersten Folge (a) — die ErfQllbarkelt 
dieser Forderung vorausgesetzt — eine zweite unendliche Folge von Ghröfsen 

öo ? ö, , Qj , • • • • a,j , . . . . 
von solcher Beschaffenheit auf, dafs das durch eine beliebige Folge (etwa die a-Folge) 
entstandene endliche Gebilde fk eine Wertweränderung nicht erfährti 
sobald zum Zwecke weiterer Verknüpfung an die Stelle der Glieder dieser 
(a-)Folge die entsprechenden Glieder der a-Folge treten, wieweit man auch die 
Verl^nOpfung fortsetzen mag. 

^) 0. Stolz, Vorlesungen ftber allgemeine Arithmetik, Teil I, pag. 2. 
') Von singalären Fällen abfcesehen. Durohans nötig ist die Bedingung nicht; sie dient 
nur zur Vereinfachung der Entwickelung. 
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Aus f^ erhalten wir bei Benutzung^ von a^^i 

fk-hi = f k O ak4.i , 
im allgemeinen mit dem Erfolg, dafs f^-f-i von f^ verschieden ist, und bei Benutzung von ak^i 

f'k+i = fk o ttk+i = fk , also f k+i = f k ; 
weiter aus fk+i 

fk-fä = fk+i O ak4-2 , 

im allgemeinen ebenfalls verschieden von seinem Yorg&nger fk-f-i , dagegen 
f'k+2 = f'k+i o Qk+g = f k O ak^-2 = fk usf. . 
Da nun die Yerknüpfüngsregel derart ist, dafs fEir eine beliebige Zahl Z 
die Gleichung Z o a «= Z 

nur durch eine einzige Gröfee a erfOllt wird, so ergiebt sich unmittelbar 

ök+i = ak-h2 = • . . = a 
und, da k beliebig ist, auch 

a, = a, = • • = ak = ak+i = . . • = a . 
a^, also dasjenige Glied, welches bei dieser Betrachtung unberücksichtigt geblieben ist, 
sei ebenfalls gleich a. Dann ist 
a = üo = üi = Qj = . • == ük = • • • , weiter = fk (dem zugehörigen endlichen Gebilde) 

k+f 00 

= foo (dem zugehörigen unendlichen Gebilde) = r = r (dem Reste des unendlichen 

k+i k+i 

Gebildes). 

§ 2. Konvergenzerklärung. 

Die Einführung unendlicher Gebilde (unendlicher Reihen und unendlicher Pro- 
dukte) in den Ereis mathematischer Hilfsmittel wurde durch die Beobachtung veranlafst, 
dafs dieselben die Möglichkeit gewähren, Funktionen durch einfache Elemente in einfacher 
Yerknüpfung darzustellen. Die hieraus fliefsende Durchsichtigkeit und Handlichkeit des 
Gebildes wird aber nur auf Kosten der Kürze des Aufbaues erreicht. Man tauscht Ein- 
fachheit der Elemente und ihrer Yerkn&pfung ein gegen Endlichkeit in der Ausdehnung 
des Ausdruckes; und in dieser Unendlichkeit des Ausdruckes wurzelt das Haupthindernis 
seiner Verwendung. Herr wird man dieser Schwierigiceiti wenn es gelingt, dem 
Gebilde in gewissem Grade die Endlichkeit wiederzugeben M. 

Die unendlichen Gebilde gehen unmittelbar in endliche dann über, wenn die 
Glieder der gegebenen Folge von einer bestimmten, endlichen Stellenzahl an mit den 
Gliedern der a-Folge übereinstimmen. Das aus der unendlichen Folge 

^) Dieser Gedankengang führt weiter auf die Pringsheim'scheBegrnndong (Mathematische 
Annalen, Band 3l5, pag. 126, Note), welche von der Erkenntnis ausgeht: „Wenn man tlberhaupt 
das Resultat einer unbegrenzten Reihe von Rechnungsoperationen als konvergent einführt, so 
geschieht das stets auf Grund des Prinzipes, daCs die definierende IHaupteigensohaft, welche das 
Resultat einer begrenzten Anzahl jener Operationen charakterisiert, erhalten bleibt^. 
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entotandene Gebilde 

a^j o a, o a^ O • • • O an O ttn+i O an-1-2 O • • • 
ist seinem Bau nach ein unendliches Gebilde, aber gleichwertig dem endlichen Gebilde 

a^j o aj o aj o • • • O an . 
Rechnerisch können wir uns von dieser Gleichheit nicht überzeugen, da wir aufser 
Stande sind, die unendliche Anzahl von Yerknfipfungen thatsächlich vorzunehmen. Wir 
schiiefsen auf die Richtigkeit der Gleichung: 

(1) a^j O a, o ag O • • • O an O On-f-i O an+2 O • • • = a^^ o aj o aj O • • • O a» , 

da wir uns zu überzeugen vermögen, dafs, wie grofs auch das endliche v gewählt wird, stets 

(2) a^j o Ui o aj O • • • O an O an-i-i O ün^-g O • • • O dn^y = a^j O ai o aj O • • • O an 

ist. Die Annahme der Richtigkeit dieser Schiufsweise bildet die Grundlage 
jeglicher Rechnung mit Orörsen, die durch eine unendliche Anzahl von Ver- 
knüpfungen gewonnen werden. Abgekürzt schreiben wir vorstehende Gleichungen: 

(1) f„0 r =fn und 

(2) f„ O t = fn . 

j 00 n-|-v 

In Worten : die Fähigkeit von r , bezw. r , wertverändernd einzuwirken, ist gleich Null. 

Aus dieser Auseinandersetzung geht unmittelbar hervor, dafs diejenigen unend- 
lichen Gebilde 

00 
fnO r 

00 

den endlichen am nächsten stehen, in denen sich der Rest r in seiner Wirkungsfähigkeit 

n-fi 

00 00 

von r beliebig wenig unterscheidet. Unterscheidet sich r schon für ein festes, endliches 

n-fi n-fi 

00 

n = k beliebig wenig in der Fähigkeit, wertverändernd einzuwirken, von x , so muls 

00 00 

r = t = a , 

k-fi k+i 

d. h. das Gebilde endlich sein. Wenn die Möglichkeit, das Minimum der wertverändernden 

00 
Wirkungsfahigkeit von r itir ein endliches, festes n zu erzielen, nicht vorliegt, so kommen 

nur noch zwei Fälle in Betracht: 

entweder ist es möglichi mit wachsendem n diese Fähigkeit des Restes 

00 n-f»' 

r I bezw. r unter jeden beliebigen Orad der Kleinheit sinken 

n-f-i n-fi 

ZU lasseni 
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oder die Flhigkeit des Restes llfst sich| wie grofs man aucli n nimmti 
nicht dauernd unter Jeden beiiebigen Orad der Kleinlieit herab- 
drOcIcen. 

Die unendlichen Gebilde der ersten Art nennen wir Iconvergent, weil es möglich 
ist, die Wirkungsfähigkeit ihrer Reste bei wachsendem n beliebig mit der des Restes 
des a-Gebildes in Einklang zu bringen. Die unendlichen Gebilde der zweiten Art nennen 
wir divergent, weil ihre Reste auiser stände sind, sich der Wirkungsweise des Restes 
des a-GebUdes beliebig zu nähern. Eonyergente Gebilde können zufolge dieser Rest- 
eigenschaft durch endliche Gebilde mit jedem beliebigen Genauigkeitsgrade ersetzt werden, 
sind demnach für die mathematische Praxis unmittelbar verwendbar. Ein Ersatz der 
divergenten Gebilde durch endliche Gebilde ist dagegen im allgemeinen ausgeschlossen; 
daher sind dieselben ßxr die mathematische Praxis nicht in gleichem Mafse wie die 
konvergenten Gebilde verwendbar. Dals die divergenten Gebilde nicht ohne weiteres 
als unbrauchbar bei Seite zu werfen sind, ist bereits im Vorwort betont worden. 

00 

Der Rest r nähert sich in seiner wertverändernden Wirkungsfähigkeit dem 

00 

Reste t dann in beliebigem Grade, wenn fnr jede beliebige, endliche Zahl Z die Gleichung 

lim 



od" (I) ii^{(zo r)-ZJ = 



Erfttllung findet. Diese Bedingung wird nun erfüllt, wenn für beliebige endliche v stets 

Gleichung (II) sehen wir demnach als Kriterium der Konvergenz der unendlichen Gebilde, 
wie sie in § 1 charakterisiert sind, an. Andernfalls gilt das Gebilde als divergent. 
Die Bedingung (I) lässt sich durch die einfachere Bedingung 

i-) .-{.!-«}=» 

dann ersetzen, wedn die Yerknüpfungsregel derart ist, dass in der Gleichung 

c o d = e 
jede kleine Veränderung von d bei festgehaltenem c auch nur eine kleine Veränderung 
von e zur Folge hat, d. h., wenn aus 

cod = e, codi = ei und lim (d — dj = auch 
lim (e — Oj) = folgt. 
Dies vorausgesetzt, kann an die Stelle der Bedingung (II) die Bedingung 



(n*) iä{[f-4 = ^ *''***° 
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§ 3. Spezialisierung der Gebilde. 

Die Annahmen der Paragraphen l und 2 treffen auf die Addition und die 
Multiplikation zu. 

I. Die VerknQpfung geschehe durch Additicn. Der Folge 

entspricht das unendliche Gebilde 

00 

^ak = a^ + a, + a^ + . . . + ak -f . . . , 



welches wir als „unendliche Reihe^' bezeichnen. Da eine beliebige Zahl Z nur dann 
durcli einen Addenden unverändert gelassen wird, wenn derselbe gleich Null ist, so folgt 

a = . 
Die Konvergenzbedingung (II*) ergiebt demnach 

oder, wenn wir «o + *i + *» "1" • • • + *n =* *n seteen, 

Dasselbe ergiebt sich aus (U), nämlich 

II. Die VerIcnOpfung geschehe durch Multipiiicsticn. Der Folge 
entspricht das unendliche Gebilde 

00 


welches wir als „unendliches Produkt'^ bezeichnen. Da eine beliebige Zahl Z nur dann 
durch einen Multiplikator unverändert gelassen wird, wenn derselbe gleich Eins ist, so folgt 

a = 1 . 
Die Eonvergenzbedingung (II*) ergiebt demnach 

"=°° In+l J 

oder, wenn wir a, • a, • a, . ■ • an = pg setzen, 

lim/Pn±,_ J_Q 
^^^ l Pn i 

Dnsselbe ergiebt sich aus (U), nämlich 



lim 

n=oo 



{(-D-^i'-iäp;-)- 
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10 
oder, da das Produkt für jeden beliebigen Wert von Z verschwinden soll, 



lim 



II. 

Mehrfache Grenzgleichungen. 



Für eingehendere Konvergenzuntersuchungen sind die mehrfachen Grenzgleichungen 
(K., § 16) in vielen F&Uen unentbehrlich ( vergleiche die Beispiele zur Theorie der Kon- 
vergenz der unendlichen Produkte, E., § 19). Im folgenden sollen daher für eine 
bestimmte Gruppe von Reihen die mehrfachen Grenzgleichungen aufgestellt, bezw. soll 
der Weg zur Aufstellung derselben gewiesen werden. Die ins Auge gefafsten Reihen 
sind die nämlichen, welche in der Theorie der Konvergenz der unendlichen Reihen als 
Hauptbeispiel dienten; sie haben die Form 

^<ü (k) . x" , 

und ihre Koeffizienten co (k) sind der Gleichung : 

w (k — 1) "" "^ k "^ k« "^ ' "^ k^~» "^ k^ 
gemäfs gebaut. In vorstehender die co (k) charakterisierenden Relation soll X stets eine 
endliche, feste, ganze Zahl sein, deren Wahl, sofern eine solche mit Rücksicht auf die 
Natur der w (k) überhaupt zulässig ist, den Umständen entsprechend getroffen werden mag. 
Unser nächstes Ziel dient zur Vorbereitung unserer eigentlichen Untersuchungen 
und besteht in der Ermittelung der mehrfachen Grenzgleichung der Funktion w (k). 
Bereits gefunden wurde (K., § 19, Beispiel 3) die Grenzgleichung: 

§ 1. Mehrfache Grenzgleichung der Funktion w(k). 

Wir stützen uns auf den Lehrsatz (K., § 10): 

„Hat eine Funktion x (k) für k = oc einen endlichen, von Null verschiedenen 
Grenzwert G und ist der Quotient \x{k) : x{^ — 1)] darstellbar unter der Form: 

"•" k "^ k* "^ * ' ' ■*" k^i ''" 1? ' 
in welcher X endlich ist und die Gröfsen a von k unabhängig sind, so ist 
ccj = und X (k) selbst darstellbar unter der Form : 
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in der die Grofsen ß ebenfalls von k unabhängig sind und durch lineare 
Gleichungen mit den Grofsen a zusammenhängen^^ 
Benutsen wir ;^ (k) = co (k) : k™ und bilden den Quotienten 

iii_™i™2i , (mA)k \ I, m 1 , m(m — 1 ) 1 m(m — l)(m — 2) 1 1 

"r + k+p"^**'*"n?~rr""rk+ 1 . 2 'k^~i~T'2~"r3—'k^'^"i ' 

so bemerken wir zunächst, dafs er sich darstellen läfst unter der Form 

^ k ^^ k* ^^ " * + k^ ' 

in welcher die Yon k unabhängigen GrSfsen a die Werte besitzen: 
«1 = m r = ^ ? 

a, = m, - 1 J-— ^ , 



«8 = mj — y . m, + 



^ ^ I o (m + l)m (m — 1) 



7 



m , m (m — 1) 

a^ = m;i — y . m^^i + y^-7— g — • m^2 — . . . 

+(-.)'-^. ■?<"7'':::'--iy^ n^+(-ly-Mx-l).'-!4^f^-:-'°^--l^'-'. 

Weiter wissen wir, dafs ;^ (k) = cu (k) : k™ fftr k = -sc den endlichen Grenzwert 
G besitzt, welcher nur dann zu Null wird, wenn sämtliche lo (k) von einem bestimmten, 
positiven, ganzzahligen k an verschwinden (K., § 18, Schlufs), ein Fall, den wir hier 
unbeachtet lassen, da er die Endlichkeit der Reihe 2! 0}{k) - n^ in sich schliefst. Wir 
sind demnach berechtigt, 

e.(k) = k».G.{l+^^^,+ -+^^} 

ZU setzen. Wie bereits nachgewiesen (E., § 10), besteht die Gleichung: 

ß^ = r,, + a, . r^_, + a, . /;-2 + . . . + «,.-1 • r, + a^ '), 

wenn unter T^ die Summe 

ß^tL-^ ß (iU-l)0u-2) (^^1)(^_2)... 1 

verstanden wird. Die Berechnung der ß begegnet prinzipiellen Schwierigkeiten nicht; 



M Der Symmetrie halber ist ffi(-O) beibehalten worden. 
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nur lassen die Resultate Ettree und IJbersiohtliobkeit rermissen. Es folgen hier die 
Rekursionsformeln ftkr die drei ersten ßx 
(m+l)m 



-l./J,=m,-l 



1 



+ {».-■» . ». + f°-=l).„._3. "°|')°<-"-') (g=i)} . 

Da sich mit Hilfe der angegebenen Relationen sämtliche ß berechnen lassen, sehen 
wir dieselben als bekannt an und gehen zur Untersuchung yon 

Aber. 

§ 2. Vorbedingungen zur Aufstellung der einfachen Grenzgleichung. 
Wie bereits gezeigt (E., § 19, 3. Beispiel), kann aus 

a>'(k — i) "" "^ k "^ k« "^ • • "*" k^-i "^ k^ 
auf das Vorhandensein eines endlichen Grenzwertes von 

ia (k) : k» 
nur dann geschlossen werden, wenn A ^ 2 ist. Daher ist diese Bedingung auch behufs 
Aufstellung der einfachen GFrenzgleichung von £ lo (k) • x^ zu erfüllen, wenngleich die 
Ableitung der Grenzgleichung, sobald die Existenz des Grenzwertes als bekannt voraus- 
gesetzt werden darf, teilweise bereits durch 1 = 1 und A = ermöglicht wird. Es sei 
nun a>(k) direkt durch die Relation: 



w 



(k) = G.k».{i + § + ^ + ... + |El + ^} 



gegeben. Alsdann erfordern 

t: ^ die PMle: 1) |x | :^ l und 

2) X = 1 und (m -f 1) lucht rein imaginär, 
T ^ 1 die Fälle: 1) x = 1 und (m + 1) rein imaginär und 

2)x— l|>0,|x| = l und m :^ (wenn m den reellen Teil 
von m bedeutet) und 
r ^ 2 der Fall : x — i;>0,jxi = lundm = 0. 

Da die Einführung des vorstehend definierten o; (k) in die Rechnungen der 
betreffenden Paragraphen der Konvergenztheorie (§§ 6, 7, 9, 12, 13 und 14) ohne 
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besondere Schwierigkeit die Richtigkeit dieser Terminiening ergiebt, so ist hier auf den 
bezttglicheu Nachweis verzichtet worden ^). 

In sämtlichen noch folgenden Untersnchungen sei das co (k) unserer Summe 
i^ cfi (k) . x^ stets durch den Quotienten 

ai(k-l) ~^+k+P"^***'^¥=i+~fc^» 
welcher 

.(k) = G.k-.{l+§ + § + ...+^} 
zur Folge hat, definiert. 

§ 3. Zweifache Grenzgleichung der Reihe ^ co (k) • x^ ftir | x — 1 | > . 

Bisher ist ermittelt worden (E., §§ 6, 7, 13 und 14, ferner pag. 49), dafs 
£ w{1l) 'TL.^ Ar ein you 1 yerschiedenes x die Grenzgleichung: 



besitzt. In dieser Gleichung ist X^ für den Fall „lim(n'»x>>) = oc^' willkürlich, in allen 
übrigen F&llen fest und wohldefiniert. Da G x : (x — 1) weder gleich Null noch unendlich 
grois ist, 80 läfst sich die Grenzgleichung in der Form: 

n ^ 

(1) ^«(k)-!"-!, = n»-x«-^-(l + «.) 



mit lim Sn = schreiben. Statt Cq bestimmen wir behufs Ableitung der zweifachen Ghrenz- 
gieichung ^n = ii" • x" • €n . Wir verfahren folgendermafsen. Aus 

(2) 2 ^ ''^) • x»' — ^1 = ^^TT • [n" • X» -f ;^„] und 



^ « (k) . xk - X, « ^^ . [(n - 1)« . X»-' + *._,] folgt 



iü (n) . x«^ = ^^^ . [n- . X» - (n - 1^ x»-i] + ^^- • [^n - *n-i] oder 



»n — ^n-l = n« • X» • 



r-^l^-'+M-i)"] 



>) Bei dieser Gelegenheit mag darauf hingewiesen werden, daCs die BeweisfÜhrong des 
§ 11 der Konvergenztheorie (pag. 18—15) stillschweigend voraussetzt, daüs die Summe ^</>^(n) 
niemals infinitär kleiner als irgend eines ihrer Glieder ist, oder in anderen Worten, dafs ein gegen- 
seitiges Aufheben der infinitär gröfsten Glieder der Summe als ausgeschlossen gelten soll. Diese 
Voraussetzong nachträglich noch ausdrücklich auszusprechen, erscheint im Interesse der Strenge 
der Beweisführung geboten. 
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1_ I m _ m(m— 1) 1^ m (m — 1) (m — 2) 2. _ U 

-U 1 fr, n/J m(in-l)(in-2) \ 

^ ^ Crx n/J J-r iV-i '°(m-l)--(in-X + 8) \1 
Bezeichnen wir die rechte Seite mit co', (n) • x^, so ergiebt sich 

B 

und weiter, sobald (§2) fttr „|ii:i>l" A. ^ 2 , Ar „|x— 1|>0, |x| = 1 und 
m^l" a,^3 und für „|i — 1|>0, |x| = l und m = 1" i^4 ist, 

*„-^^ = X', +n-«-.x».(/J,-^j)^ . 

Zufolge Gleichung (2) ist 

», ^».x"+?^^|^a,(k)xk-X, . 

Fähren wir nun den Wert von 5n in die Gleichung (2) ein, so ergiebt sich 
(8) ^a,(k).xk-|^.,(k).x* + ^3.(X',-|U».x^) 

Durch Vergleichung der Grenzgleichungen (3) und (1) finden wir Folgendes: 

1. An die Stelle yon €n, von dem nur sein Verschwinden für n ==s ^x^ bekannt 

war, ist die infinitär genauere Gh*5f8e Iß^ r j : n und 

2. an die Stelle von X, die Punktion >|^ oi (k) • x^ -J -^ • (X', — ^u» x^*) 



getreten. 
Sind X und m so beschaffen, dais lim (n™-* • x"») = oo ist, so sind X, und X'^ 
beliebig; also ist in diesem Falle die Änderung 2 ohne Belang. Hat (n"^ • x°) keinen 
Grenzwert oder den Grenzwert Null, so sind Xj und X', fest bestimmte Oröfsen ; es mufs 
daher für diesen Fall 

X. = J;c.(k) • x>« -f ,-^^1 • (X', - ^-» • x") 
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sein. Ist dagegen x { = 1 und << m ^ 1, so ist Xj beliebig, dagegen X'^ fest. Demnach 
mufs innerhalb des angegebenen Spielraumes der Yariabeln die willkürliche GFröCse X^ einer 
festen Gröfse, welche yon X\ abhängt und mit X^ aufser allem Zusammenhang steht, 
weichen; ein Vorgang, der überrascht und hervorgehoben zu werden yerdient. 

§ 4. Ein Hilfssatz. 

Ist eine bestimmte, unendliche Folge von Werten n gegeben, die derart ins 
Unendliche wachsen, dafs die Zahl der Werte, die dem absoluten Betrage nach gröiser 
als jede beliebig grofse, endliche, positive Zahl sind, stets unendlich grofs ist (z. B. die 
unendliche Folge der positiven ganzen Zahlen), und besteht für sämtliche n die Gleichung: 



Un{v + 6„| = , 



ist ferner Y von n unabhängig, lim €n = und Uq fQr endliche n nicht gleich Nuil| 
80 ist Y = und en für sämtliche in Frage kommenden n ebenfalls gleich Null. 

Die Richtigkeit des Satzes ist ohne Schwierigkeit zu erweisen. Da Un für end- 
liche n nicht Null ist, mufs fQr Sämtliche endlichen n 

Y + €„ = 
sein. Leicht ist nun zu zeigen, dafs der absolute Betrag des unveränderlichen Y kleiner 
als jede vorgegebene beliebig kleine Gröfse ri ist : wählen wir n so grofs, dafs { 6n { <C ^ 
ist, so folgt aus vorsteheuder Gleichung, dafs auch | Y | <^ ij ist. Demnach mufs Y := 
sein. Ist dies aber der Fall, so folgt €n = für alle endlichen n . Für n = oc ist £n 
bereits = vorausgesetzt. 

Eine unmittelbare Folge des vorstehenden Satzes ist folgender: „Yereinigt man 
in einer Summe, die eine endliche Zahl mit Bezug auf n infinitär verschiedener Glieder 
enthält und für jedes n den Wert Null hat, sämtliche infinitär gröfsten (unter sich 
infinitär gleichen) Glieder und mifst dieses Aggregat durch eine für endliche n nicht ver- 
schwindende, diesen Gliedern infinitär gleiche Funktion, so ist der Grenzwert dieses 
Quotienten gleich Null". 

Ist in der Summe 

^ V' (n) = Vj (n) + ip^{n) -\ + tp„ (n) = 

kein Glied infinitär gröfcer als das Glied tpx (n) und enthält ^j das Glied ifi (n) und alle 
ihm infinitär gleichen Glieder, 2!^ alle übrigen, durchweg infinitär kleineren Glieder: 

2:tp{n) = 2:,tp (n) + 2;, v^ (n) = , 
ist weiter ;|r (n) eine für endliche n nicht verschwindende, zu v^(n) infinitär gleiche 
Funktion, so mufs 
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§ 5. Mehrfache Grenzgleichnng der Reihe 2; w (k) • x^ für | x — 1 | > . 

In § 3 ist aus der einfachen die zweifache Grenzgleichung abgeleitet worden. 
Durch Induktion soll jetzt dem Eonvergenzmafs eine noch weiter (jedoch nicht unendlich 
weit) reichende Genauigkeit verschafft werden. Es sei die Grenzgleichung: 



ermittelt, in der (D^-i)n nur seinem Grenzwerte nach bekannt ist und nun eine genauere 
Bestimmung erfahren soll. Wir setzen wiederum 

(D^l)n = D^i + c„ 

und erhalten ans 



und 





... 4. Pg~l I ^n~l l 

"^ (n— l)e-^ "^ (n— I)^-U 
die Beziehung 

ci>(n)xn == _?_ /[n^x«» — (n — l)">.x»-'] + Dj • [n™-^ • x«» — (n — On^-ix»-»] 

+ D, • [ n"»-» • x° — (n — 1)™-« . x'»-^ ] H -(- Dp_i • [ n™-e+i . x» — (n — l)'n-e+i • x« i] 

+ [ €n • n">-H-l . X«» — Cn_i • (u — 1)™-^+» • X»"* ] | 

oder 

€n • n«-^+^ . X*^ — fin-l • (n~ l)«-^+i . x»-i = n"^ • x«-i . {^^- • '^^ -f [( 1 —-)"" — xl 

oder 
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+ Jr-([A-l>.l(-» + --<--7>»-!L-r'.D,) 

+ ^i^t ■ [Iße-i - "e-i] . (X - 1) + (- 1)^ • j- ; -2-— . 7. (e-l)~ 

+ (_ 1)^. . (m-l)(m-2)..._( m-g+ j) . ^ ^. . . . 
^^ *^ 1 . 2 ... (ß-2) "'^ 

(m — g+8)(m — g-i-2) m— g+ 2 \ 

— I j ^ — - — 2 ■ *"' i ^-*) 

^ ^ -^ l . 2 . . . (e — 1) • ^ 

, (m — g+2)(in — g+ 1) m — g-f -1 y. \ 

-u * /'/» rx 1^-ur iv+i "(m — l ). ..(in— g) 



+ (_!,. ('-Y^)("-^);;;C°-.) .D.+ 



(m — g+l)(m — g) \ 

• • • + i ^ g— • Ue-i j 

+ Hin • 1,^^-1 • (X - 1) + (- 1)' . -J-— 2 ;— (Xiny- 

^^ '^ 1.2... {k — 2) '^ 

4-r_n-i-e (in-g + l)(in-g)-.-( m-X + 2) \ 

■■■"^^ ^ ■ 1 .2 ".'."." (X_g) -^-"-V,- 

Das infinitfir gröiste Qiied steht rechterseits an erster Stelle. Da nun die andern 
Glieder der Gleichung s&mtlioh infinit&r kleiner sind, so muls nach § 4 

[/?, - D,] . (X - 1) - y = oder 
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In analoger Weise achliefsen wir auf 

D-Ä4- ^ l^^in(ra-l) m-11 

n _ /» J. 1 i ' "('"-l)(m - 2) (m - 1) (m - 2) m - 2 ^1 



m (m — 1) • ■ • (m — ^ + 2) 



-L / iv-» (m-l)(m-2)...(m-g+2 ) 

( m — g -j- 3) (m - g 4- 2) m — g + 2 1 

• • • -| j 2 ■ ^~" "T~ — ' *~*J 

und, wenn wir «„ • n^-e+i . x" mit ^b nnd die QeBamtheit der in Gleichung (1) rechteraeit« 
nicht verschwindenden Glieder mit x • co", (n) : n"> bezeichnen, auf 

n 
»n — »n-i = w"i (n) . x" , sowie »n — »,. = y^ia'\ (k) . x^ . 

Ist nun für „|x|:2:l" A^g+1 , flJr „|X — 1|>0, |x| = 1 und nt^g« X^g + 2 
und für „jx — li^O, ;x| = l und m = g" il^g4-3, so folgt weiter 

»t — »^ = X", + n>"-e . X" . (Dj)a , wenn wir 

. . l |( IV m(m-l)...(m- g + l) ,s„.. (m-l)(m-2).-.(m-g+ l) 

(m-g+2)(m-g+ l) m-g+1 ^j l 

mit D^ bezeichnen. Da nun 

ist, 80 erhalten wir die erweiterte Grenzgleichung: 

"" "" x-1 L^^^ n +n^+ + n^-i+ ne J ' 

In den mehrfachen Grenzgleichungen erscheint das Eonvergenzmafs als ein Pro- 
dukt aus den zwei Faktoren n*" • x'» • Gx : (x — 1) und der Klammergrofse, welche 1 zur 
Grenze hat. Es ist nun gezeigt worden, dafs sich der zweite Faktor nach Potenzen yon 
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(1 : n) entwickeln l&lst, und zwar bis zur ^ten Potenz, sobald seine Entwiekelung bis zur 
(q — l)ten Potenz geführt war und l den angegebenen Bedingungen genügt. Die GFrenze 
der EntwiokelungsfShigkeit wird durch diese selbigen Bedingungen bestimmt. Die 
Koeffizienten D der Potenzen ergeben sich aus den im Laufe der ünterslichung gefundeneu 
linearen Rekursionsformeln. Was in § 3 bei Erledigung des Falles ^ ^ 1 von der Qröfse 

l ^ (o (k) . X* H r • (X', — /4°* . x'* H gesagt worden ist, gilt in entsprechender 

Weise auch von der in der Schlufsgrenzgleichung an Stelle Yon X^ auftretenden Gröfse. 

§ 6. Zweifache Grenzgleichung der Reihe £ o) (k) für j m — g + 1 ' > 

(g = und =1). 

Für X = 1 und | m -f 1 ! >^ besitzt unsere Reihe ( E., pag. 49 ) die Orenz- 
gleichung : 

' 

oder, da G : (m 4- 1) ^on Null und yon Unendlich yerschieden ist, 
Es ergiebt sich hieraus ( vergleiche § 3 ) 

^^■■(/'■^ °,"°.i'.'r.-/v - 

n 

= cü'j (n) und ^„ — ^^ = ^ co'g (k) , ferner, 

sobald auch m nicht gleich Null und f&r „m nicht rein imagin&r" X'^2 und fSr „m rein 
imagfin&r" A^3 ist (§ 2), 

^„-^,=.X', + n»."^tl.(^, + ^)^ „nd 

|.(k)-j^.(k) + 4-,.(X,-,»..)h---«-{^^l + i-^(^. + !)J- 

Führen wir auf der linken Seite unserer zweifachen Grenzgleichung an Stelle des Klammer- 
gliedes wieder die Bezeichnung X, ein, so resultiert 

3* 
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n 



(k)-x-«-.o {-■.-: +^4(^. +?).}■ 



' 



Der Übergang vom willkfirlichen X^ zum festen (§3) vollzieht sieh bei Uerleitung der 
zweifachen Grenzgleichung aus der einfachen innerhalb des Intervalles „0 ^ m > — 1". 

§ 7. Mehrfache Grenzgleichung der Reihe 2! w{k) für | m — g + 1 | > 

(g = 0, 1, 2-.- und q). 

Zu weiterer infinitärer Bestimmung des Eonvergenzmafses der in § 6 aufgestellten 
Grenzgleichung bedienen wir uns desselben induktiven Verfahrens wie in § 6 . Wir setzen 
voraus, dais keine der Zahlen m-|-l, m, m — 1, •••m — ^+2 und m — ^ -f 1^ ^^^' 
schwindet und sich q innerhalb des durch die Gröfse von l bedingten Bereiches (siehe 
später) hält, und folgern aus 

^w^iLj ^ u ^lm+l^nmn*m — 1^ ^n^^m — ^+2J 
unter Benutzung von (Eß_i)n = Eg_i + €n 

1 / m(m — 1) m — 1 -, _, \ 

1 / m(m-l)(m- 2) (m-l)(in-2) m-2 \ 

•^-iS-•^A+ 1.2.3.1 1.2.3 •^t-^-Trü'^*-^'} 



m — g+2 _ _, \ 
r — i~T~§ ^e-* — ^^ij 

.1 (. ,( is^, n.(in-l)---(m-g4-l) 



•••+ 1 . 2 '^H 
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+ (-lv+».(°'-^)('°-g)---('°-g).E.+ 

^ ^ ^ 1 . 2 . 3 . • . (e + 1) ' 



(m — e+l)(m — g) 



2 . 3 ^^V 



+ £m-\/J^-. + (-l/- 1.2. 3... 1 

■■■+'-->-- '"T'.^»"!T":;:r::^ ^-). 



Hieraus schlieiäeii wir in gleicher Weise, wie in § 6, aaf 

/J. + j^-E, = oder E,=/J.+ i^ 



sowie auf die Rekorsionsfonneln 

m (m — 1) m — 1 
1.8-3 "^ 1~^2 



**! = P» — 1 o o + IT— 5- • *^i ' 



V = Ä J. m (m — 1) (m — 2) (m - 1) (m — 8) m - 8 



F -/» -u/ IV m (m — 1) . . . (m — g + 
E|-i = /»*-! + (- 1)* • 1.8.3... 1 



^ ^ -^ 1.2.8 ... (e — i) ' ^ 



m — g + 8 
1 . 8 



T 1 o • '''e-t 



Ferner erhalten wir, wenn wir *„ =: n"-H-» . c„ : (m — g + 8) einfllhren and den Rest 
der rechten Seite der Oleichnng (1) mit (i/\ (n) : n"> bezeichnen, 

B 

wenn ww 

Pe-TK ^r 1 . 2 . 3... (g+1) ^"^ ^ 1.3.3... Q • 

_l_. I " — g+1 p. 
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mit E^ bezeichnen, erhalten wir, solange f&r „m — Q -\- ^ nicht rein imaginär" ^ ^ ^ + 1 
und Äir „m — Q -\- l rein imaginär" k "^ q -{■ 2 iat (§ 2 ), weiter 

(E.)b 



»^ — »^ = X", + n^-H-i 



E.-X 



m — e+ 1 



und 



,m+i 



1 +13 + 1 



E. 



m+1^ m^*m — 1 



+ 



+ 



f^e-i m — p + 2 



1) 



1 



= n«»+' . G 



B. 



1 +i.5l + i E, 



+ -^- =!«=» 1- 

f&l 
2w(k) — X, = n'»+i.G 



m + ln mn*m — 1 

1 (E,)o 



endlich durch Wiedereinführung der Bezeichnung X, (vergleiche die §§ 3, 6 und 6) 






(E,)n 



n^ m — Q + 1 



§ 8. Zweifache Grenzgleichung der Reihe JS (o(k) ftir m 4- 1 = . 

Die einfache Gh*enzgleichung der Reihe £ lo (k) hat f&r m -f ^ = die Form 
(K., pag. 49): 



am 

^ft,(k)-X, = ln.G(l). . 



Sohreiben wir 





und seteen «n - In => 9^, bo ergiebt sich 

w(n) = G{[ln-l(n — l)] + [i^n-^._i]| , also 



und 



-^''' 



,(k) , 



vn — v^ —— 

femer, sobald A ^ ä ist (§ 2), 

*.-*^ = X',-i.(/?,-i)^ und 

2'-(k)-[^l'-(k) + G.(X'.- l^)j^ G[ln - i.(,?. - i)J 
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oder durch Wiedereinfuhning der nanmehr festen Qröfse X, 

2'c.(k)-X, = G.[ln-i.(A-4)J . 



§ 9. Mehrfache Greozgleichung der Reihe ^ tu (k) für m + 1 = . 
Aus der Grenzgleiehimg: 



^«(k)-X. = G 



In — 



1 F, 1 F, 



_1_ Fg-i + Cn 



l n» 2 ns-^ Q — 1 

welche als erwiesen angenommen wird, folgt 

^_rtn^i (n-iy-^i- n» 1^1 2 1/ + n» T» 3 1 ^2) 

1 (a 1 F, „ F, „ F,\ 

^ n» V'^* 5' 1 2 3 4V 



+ 



E^'i'*' 



1 h_e^ F, (g-2)(g-3) F, 

2 1 .. 2 " 



^-» e— 1 1 12 

(g-2)(g-3) 



(g-2)(g-3). 



4. 1 /. 1 F, ^-1 F. 



1 • 2 

(e-i)(e-2) 



3 



3 



'e—a 



-(Q-4) Q-3 

(ß_3) p-2>/ 

g-l)(g-2) F, 
3 



l 



2 



F,_, 



(e-3) e- 

2 F 



(c-2) e 



^) 



Diese selbe Gleichung resultiert, wenn man in § 7 beide Seiten der Gleichung (1) 
durch n dividiert und m =:^ — 1 setzt. Hieraus folgt, dafs man sämtliche F gleich den 
entsprechenden E ztt nehmen hat und die mehrfache Grenzgleichung der Reihe 2! o) (k) 
fQr m -f 1 = erhält, wenn man in der Schlufsgleichung des § 7 X, an die Stelle von 
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X, nnd In an die Stelle des ersten Elammergliedee 1 : (m -f 1) treten Iftftt. Demnach 
ist (X ^ 9 -|~ 1 vorausgesetzt) f&r m 4- 1 = 







1 Kj IE, 



In - - . :^ _ 



1 (E,), 



§ 10. Mehrfache Grenzgleichung der Reihe -Z w (k) flir m -f 1 gleich 

positiver ganzer Zahl. 

Es sei m = g und g gleich einer positiven ganzen Zahl mit Einschlufs der Null. 
Aus § 7 ergiebt sich, sofern A ^ g -f- 1 ^8^9 zunftohst 

y;ca(k)-X, = n«+' . G • [-^ + 1.51+-^ _\ + . . . 
-^ ^ lg+l'ng'n*g— 1' 



~ n»-* 2 ^ n» 



(Eg)n 
1 



Setzen wir (Eg)n = Eg -f Cq 9 so ergiebt sich unter Beachtung der Rekursionsformeln des § 7 : 

1 11 1 

n • 6n — (n — 1) • 6n-i = — ' /?g+i + ^ • ^g+2 + ^ * /»g+« H h ^g— 1 • (/?A-i)o 

' n dgA.1 n' Äg4.i n* » » Ä-. , I 



= o,\ (n) 
oder mit Benutzung der Abkürzung ^n == n • en 



n 



Letzterhaltene Reihe ist von gleicher Art, wie die in § 9 behandelte Reihe ^ o/ (k) : nur 
tritt cd", (k) an die Stelle Ton w (k) , ßg^x an die Stelle ron G und die endliche Reihe 

+ k ^g+. + k* ^g+. + 



an die Stelle von 



if v'*« + r»/^« + 



d. h. ^ an die Stelle von /?, , §f±? an die Stelle von /?,,•• • %i^ an die Stelle von 

(/}j_g_2)k . Die auf solche Weise resultierenden Gröfsen E wollen wir, um Verwechselungen 
mit denen des § 9 zu verhflten, mit £' bezeichnen. Wir ermitteln sie aus den Rekursions- 
formeln des § 7, indem wir m = — 1 setzen und ßg^t ' ß^-^-i ^ ßi vsf. einführen : 

E', = ^» - 1 , 
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" 'ßg+^ Q+l • 12 1-2 3 

g(g-l)-- 3 EVi 



1-2 . . . (ß _ 2) e - 1 • 
Demnach erhalten wir, wenn k^ g -^- q -\- 2 iBt, die Greozgleichnng: 

III. 

ßrenzgleichungen periodischer Reihen. 

Wie bereits im Vorwort erwähnt worden, sollen die folgenden Untersuchungen 
zeigen, dafs auch für die periodischen Reihen Ghrenzgleichungen aufstellbar sind. Wir 
gehen aus von der Reihe 



n n 





welche die Mehrzahl der für die Analysis wichtigen periodischen Reihen liefert. Wie aus 
der Theorie der Konvergenz der unendlichen Reihen bekannt, ist von besonderer Bedeutung 
der Quotient zweier aufeinander folgenden Reihenglieder, also hier der Quotient 

ak_i oi (k — 1) 
dessen Qrenzwert, sofern ein solcher yorhandeu ist, wiederum mit x bezeichnet werden soll. 
Von diesem Quotienten, bezw. seinem Grenzwerk, gilt Folgendes: Ist der reelle Teil von a 
positiv, so ist X = oc ; ist der reelle Teil von a negativ, so ist x = ; ist a selbst = 0, 
so ist X =3 e^, und ist a rein imaginär, so besitzt der Quotient a^ : a^-i keinen Grenzwert. 
Da die Untersuchungen, die in der Theorie der Konvergenz der unendlichen Reihen ver- 
öffentlicht sind, den Fall, dafs der Quotient a^ : a^-i einen Grenzwert nicht besitzt, aufser 
acht lassen, so scheidet der Fall „a rein imaginär'^, der in der Analysis eine praktische 



^) Bezüglich (o (k) sei auf II, Einleitung und § 1 verwiesen. 
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Bedeatung bisher auch nicht gewonnen hat, hier ans. Yon den drei restierenden FftUen 
führt der erste auf divergente, der zweite auf konvergente und der dritte auf divergente 
und konvergente Reihen. Wir beginnen mit den beiden ersten Fällen. 

§ 1. Der reelle Teil von a^^O, 
A) Ist der reelle Teil von a ^egativ, also x = , so ist ( EL, § 6 ) 

n 

^ w (k) • e^^'+ß^-h _ a = — n™ • e^^ß+DM-An+D-fy . (G)„ . 



Wir benutzen diese Reihe, um aus ihr Beispiels halber die Grenzgleichung der Reihe 

1— 2q*cos-.^ + 2q*cos -^ 2 q* • cos -^- H f- 2- (— l)"q'^ cos^^ H , 

welche fär |q| <^1 die Jacob lösche Funktion, die Transscendente @(u), liefert, abzu- 
leiten. Nehmen wir w (k) = 1 , e« = q , y = und ^ = ( 1 ± ^1 ^i , so folgt 

2'q'" . e('+^>' - a' = - q^-+.)' e(-^f)^"+''-" • 1 1 + (0)„ j 
und ^qk^eC'-^)-' - a" = - ,(»+.)«. e('-^>"+'^''' • 1 1 + (0)J . 



Vereinigen wir beide Grenzgleichungen und beachten, dafs die rechterseits benutzte 
Gröfse (0)n unendlich vieldeutig ist, so folgt weiter: 

^\ 1 ~2q» • cos-^ + 2 q* • cos -^ 2 q* • cos -^ H ^ 2 (— 1)» q°' • cos -g- J 

_ (^(u) = 2 . (- 1)" . q("+')" . { cos ^^-^^'^ + (0)„ } . 
Von der Normalform ( K., § 1 ) 

|^ak-a|:F(n) = (C)„ 

weicht die gefundene Grenzgleichung nicht unwesentlich ab. Denn wir können die 
Grenzgleichung wohl 

|2'a. - 0(u) } : [(-1)» • q<-+'>'] = (2 • cosi^jMH« )^ 

schreiben, jedoch nicht derart, dafs die rechterseits auftretende Gröfse einen Grenzwert 
besitzt; vielmehr schwankt dieselbe zwischen endlichen Grenzen. Wie aus der Ableitung 
ersichtlich, wäre es falsch, den Cosinus aus der Klammer 



Digitized by 



Google 



2 • cos 



27 



: in 



E 
herausnehmen und als Faktor zu ( — 1)** • q(«>H-i^» hinzufügen zu wollen. 

In gleicher Weise ergeben sich die Ghrenzgleichungen der zahlreichen Reihen 
You analogem Qliederbau. 

B) Ist der reelle Teil von a positiv, also x = ^ , so ist ( K., § 7 ) 

n 

^ w (k) • e«^'+^>^+>' = n™ • e«'»"+/'n+>' • (G)n . 



§ 2. a = und eß von 1 verschieden . 

Bezeichnen wir e^ mit x, so kommen wir für a ^^ auf die bereits YoUständig 
untersuchte Reihe 



Ist X Yon 1 Yerschieden, ein Fall, der uns in erster Linie interessiert, so dient 
uns als Ausgangspunkt die Orenzgleichung (E., pag. 49): 

^a;(k).x>^-X, = n».xn.-^ .(1)^ . 



Setzen wir in ihr an Stelle von x das eine Mal z • e+'^, worin z ebenfalls komplex sein 
darf, jedoch derart, dafs z nicht = e-^*f , d. h. x = 1 ist, das andere Mal z • e->V mit 
der Bedingung: „z nicht gleich e+^<f , so ergiebt sich 

n ^ 

^w(k)'Z^' e-^^H — Z\ = n« • z^+i . e+i(n+i)y • ^^ _ - • (1), 

und 'V cu (k) • z'' • e-»''^ — Z", = n™ • z»+i • e-i(»H-i>v j— =^ • dV . 

Durch Eombinierung beider Qleichungen ergiebt sich weiter 

^fo(k).zk.cosk9-U', «nn>.z»+^.j— ^^^— -p^.{z.coen9-oos(n+l)v+(0)B} 

und 

2'«^(k)zksmky-ü-, = n».z»+».j— ^^A__j2.8^^ . 

Daft beide Grenzgleichungen weder fttr z = e+*y noch für z = e-*9 Qiltigkeit haben, 
läfet auch der Nenner rechterseits: „1— 2zcosy + z*=s(l — z- e+^9) • (I — z • e- 'V)" 
erkennen. 



Jn 
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Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall z = 1 , für den die Qrenzgleichungen in 



2'<- (k) • cos ky - V, = n» • -^— . {sin ( ^°^% ) + (0)„| 
• 2 sin^ 

^«(k) • sin kg> - V", = n» • — ^ • {- cos( ^°+ % ) + (0)„| 

Q ain_^ 



und 

2 Sin 

Qbergehen. Auch diese Grenzgleiohungen weisen durch ihren Bau darauf hin, dafs sie 

für alle ^, welche sin -^ zu Null werden lassen, d. h. f&r <)p = und für (p gleich einem 

positiven oder negativen ganzen Vielfachen von 2/r ihre Qiltigkeit verlieren. 

Es bedarf nur der Erwähnung, dafs auch die periodischen Reihen mehrfache 
Ghrenzgleiohungen besitzen. 

§ 3. a = und eß auch gleich 1 . 

A) Ist e^ = X = 1 und weder (m + 1) noch m gleich Null, so haben wir von 

i;»,.,-x.-«"...G.{^j + i-.i.(A + f)J 

' 

(II, 5^ 6) auszugehen. Benutzen wir z • e+^<P = 1 ^ d. h. z = e-><r , so können wir 
^ cti(k) • z^ • e+^'^V» an die Stelle von 2! w{k) treten lassen. Bestimmen wir nun, dafs y 
keinen Wert annimmt, welcher e-*<^ = e+^V , also auch z • e-*V zu 1 werden läfst, d. h., 
dafs 9 weder gleich Null noch gleich einem positiven oder negativen ganzen Vielfachen 
von TT sein soll, so haben wir vorstehende Gleichung mit der Qrenzgleichung (§2) 

V üi (k) . zk . e-^^v — Z'\ = i . n™ . e-<«»^+»)' V • ^r-^— • (l)n 

^ 

zu kombinieren und erhalten 

2'c«(k).z^.cosky-ü',= + i.n»+..G.{^j+i-.[l.(A4-f) 







+ yi^-«-^"-'"'^ + («)«]} 



2 sin^) 
und i;eo(k).z>^,sinky-U^=-l.n™+-G.{^^ + |-[i-.^^ 



mcp J J 



2 sin 9 
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Die Giltigkeit beider Grenzgleiehnngen ist an folgende Bedingungen geknflpft: 

1) |m4- 1|>0 und |m|>0, 

2) 7. ■ e+*v = 1 und 
8) Ie+»»' — 1|>0. 

B) Ist e'' = X = 1 und m -|- 1 = , bo gehen wir Ton 

2'-(k)-X. = G.{ln-l.(/».-i-)J 



(II, § 8) aus, benatzen wiederum z * e+^^ == 1 , setzen in der bereits anter A benutzten 
Qleichung (des § 2 ) m = — 1 und erhalten durch Eombinierung beider Grenzgleichungen 

2;c(k).z''.co9ky-U'. =i-.G. {in- 1. [(/?,-!) 



und ^a,(k).z*.8inky-U",= --iö.{ln- l-[(/?,_i-) 



Beide Grenzgleichungen gelten nur für m 4- 1 =0 , z • e+* V = 1 und | e+** V — 1 1 > . 

C) Ist e/* = X = 1 und m = , so gehen wir von 

^ a;(k) - X. = G . jn + /?, . In + (0)«} 



(II, 8 10) aus und kommen auf gleichem Wege zu den beiden für m = 0, ze+»<y>=l 
und je+**V — 1 1 > giltigen Grenzgleichungen: 

2'c^(k)-2''-<^k9-U', = y-G-{n + /8,.ln+2^.e-<««+i^ 



und ^a;(k) • z^ • sin kg) -U", = - y • G • {n + ft • In- ^- • e-(«»+')«y 4-(0)b} . 

' 

Die fär z ^s e+'^ giltigen Ghrenzgleichungen erhalten wir aus den unter A, B 
und C gefundenen Ghrenzgleichungen durch Einfllhrung von — 9) an Stelle von -f q> . 
Nachträglich sei bemerkt, dafs mit Bezug auf die Wahl der den Funktionszeichen XJ 
beigefügten unteren Indices lediglich ftuisere Rücksichten bestimmend waren, dais daher 
ihre Übereinstimmung bezw. Verschiedenheit weder auf Identität noch auf Nichtidentität 
der durch die Reihen dargestellten Funktionen hinweisen soll. 



Digitized by 



Google 



30 



§ 4. Zusammenstellung der einfachen Grenzgleichungen der Reihen 

^ w (k) • z^ cos k ip und 2^ a> (k) • z^ • sin ky . 

Die periodischen Reihen ^ o; (k) • z^ • cos k^) und £ w(k) -z^ - sin ky , in denen 
9 entweder gleich Null oder gleich einem positiven, bezw. negativen Vielfachen von rt 
ist, gehören, soweit ihre Glieder nicht verschwinden, unmittelbar zur Gruppe 2 wQs) - x^ 
und haben bereits (K., pag. 49) ihre Erledigung gefunden. Alle derartigen Werte von 
9 schliefsen wir daher in der jetzt folgenden Zusammenstellung der einfachen Grenz- 
gleichungen dieser periodischen Reihen aus. Es ist 

1. für ein sowohl von e+*V als auch von e-*v verschiedenes z: 

n 

2'«'(k)z^cos ky — U'i 


n 

und ^ ce> (k) • z^^ • sin k^ — \i'\ 



= n«.z-+'.^_~-^^^^-^,.{z.«mn,-ein(n+l)y+(0).) , 
9. fSr z = e+'V oder = e-'v mit Aiuschlufs des Falles: „m + 1 = 0": 
2'w(k) . z* • cos ky - U', = 1 n»+' . ^A_ . (i)„ 

und 2^^ (^) • ^'^ • «^^ '^y — U"« = — 4 i^™^' • ^-Xl • (^)" ^^* 

~ 

3. für z = e+'v oder = e-'v und m + 1 = 0: 
5«^ (k) • 2" • CO' ky — U', = 4g • In • (l)n 

n 

und 2''"(k)-z'-"nkg) — U", = — -^ G-ln-(l)„ . 



^IF 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 




Digitized by 



Google 



nfi/ / 



Math 2658.98 

Zur deflnitlon der konvefgeiu <Jw u 

Cabot Science 003317370 




3 2044 091 897 579 




VWfi 



7'' 







1 


^^9K^H 


^ 


H^^^V^^^^^^^hT^^^^ft ^ 



'f/ 









'A/'.'X 



